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ABSTRACT  
 

Cassava tapai is one of the traditional fermented food products widely consumed by the community due to its 

distinctive flavor and increased nutritional value following the fermentation process. The quality of tapai is influenced 

by the amount of yeast, cassava mass, and fermentation duration, causing producers to frequently experience 

difficulties in determining the appropriate fermentation time to achieve the desired quality. This study aims to develop 

a mathematical model capable of estimating the fermentation quality of cassava tapai while simultaneously 

determining the fermentation duration required to reach a specific quality level. The approach used is a logistic 

differential equation, with the fermentation rate modeled as a function of the ratio of yeast mass to cassava mass. The 

model yields an explicit function of quality over time: 𝑌(𝑡) =
2,804

1+1,804.𝑒
−90,284.

𝑅
𝑆.𝑡

.  and for estimating fermentation 

duration: : 𝑇(𝑌) = −
𝑆

90,284.𝑅
. 𝐼𝑛 [

2,804−𝑌

1,804 𝑌
] . Simulations based on three real production scales (22 kg, 64 kg, and 200 

kg of cassava per day) showed that a 0.5% yeast dose failed to produce fully mature tapai (𝑌 ≥ 2.50) within the safe 

fermentation window of 2 − 4 days, while a 1.5% dose achieved it within 2 days but risked quality decline if not 

harvested promptly. A 1.0% dose proved most stable, yielding fully mature tapai (𝑌 = 2.503) at day 3. The inverse 

model confirmed that a 0.5% dose requires 6 days to reach 𝑌 = 2.50, exceeding the safe fermentation limit. Therefore, 

the minimum recommended dose is 1.0% yeast with a fermentation duration of 3 days across all production scales. 
 

Keywords : Mathematical Modeling, Logistic Differential Equation, Tapai Fermentation, Time Estimation, Tapai 

Quality 
 

ABSTRAK 
 

Tapai singkong merupakan salah satu produk pangan fermentasi tradisional yang banyak dikonsumsi masyarakat 

karena cita rasanya yang khas serta nilai gizinya yang meningkat setelah proses fermentasi. Kualitas Tapai dipengaruhi 

oleh jumlah ragi, massa singkong, dan lama fermentasi, sehingga produsen sering mengalami kesulitan dalam 

menentukan lama fermentasi yang tepat untuk mencapai kualitas yang diinginkan. Penelitian ini bertujuan 

membangun model matematika untuk mengestimasi kualitas fermentasi Tapai singkong sekaligus menentukan lama 

waktu fermentasi yang dibutuhkan untuk mencapai tingkat kualitas tertentu. Pendekatan yang digunakan adalah 

persamaan diferensial logistik, dengan laju fermentasi dimodelkan sebagai fungsi rasio jumlah ragi terhadap massa 

singkong. Penyelesaian model menghasilkan fungsi kualitas terhadap waktu: 𝑌(𝑡) =
2,804

1+1,804.𝑒
−90,284.

𝑅
𝑆.𝑡

 dan untuk 

estimasi waktu fermentasi: 𝑇(𝑌) = −
𝑆

90,284.𝑅
. 𝐼𝑛 [

2,804−𝑌

1,804 𝑌
]. Simulasi perlakuan pada tiga skala produksi riil (22 kg, 64 

kg, dan 200 kg singkong per hari) menunjukkan bahwa dosis 0,5% tidak mampu menghasilkan Tapai sangat matang 

(𝑌 ≥ 2,50) dalam rentang waktu aman 2 − 4 hari, sedangkan dosis 1,5% mencapainya dalam 2 hari namun berisiko 

penurunan kualitas jika tidak segera dipanen. Dosis 1,0% terbukti paling stabil, menghasilkan Tapai sangat matang 

(𝑌 = 2,503) pada hari ke-3. Model invers membuktikan dosis 0,5% memerlukan 6 hari untuk mencapai 𝑌 = 2,50, 

melampaui batas aman fermentasi, sehingga dosis minimum yang direkomendasikan adalah 1,0%  dengan lama 

fermentasi 3 hari untuk seluruh skala produksi. 

 

Kata Kunci : Pemodelan Matematika, Persamaan Diferensial Logistik, Fermentasi Tapai, Estimasi Waktu, Kualitas 

Tapai 
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PENDAHULUAN 

 

Tapai singkong merupakan salah satu produk pangan fermentasi tradisional yang banyak 

dikonsumsi masyarakat Indonesia karena cita rasanya yang khas, manis, sedikit asam, dan 

beraroma alkohol ringan. Kualitas Tapai singkong sangat dipengaruhi oleh mutu ragi, lama 

fermentasi, serta jenis singkong yang digunakan, sehingga ketiga faktor tersebut harus sesuai 

dengan kebutuhan proses fermentasi untuk menghasilkan Tapai berkualitas baik (Nurjannah & 

Nurhikmah, 2020). Selain digemari karena rasanya, Tapai singkong juga dikonsumsi karena nilai 

gizinya yang meningkat signifikan setelah proses fermentasi dibandingkan singkong mentah. 

Dari aspek gizi, setiap 100 gram Tapai singkong mengandung sekitar 169 kkal energi, 1,4 

gram protein, 0,3 gram lemak, 40,2 gram karbohidrat, 2 gram serat, 21 mg kalsium, 34 mg fosfor, 

0,8 mg zat besi, dan 9 mg vitamin C. Kandungan vitamin pada singkong, termasuk vitamin C dan 

vitamin B12, dinilai meningkat berkat proses fermentasi, sedangkan Tapai juga mengandung 

probiotik yang bermanfaat bagi kesehatan sistem pencernaan dan termasuk pangan dengan indeks 

glikemik rendah. Peningkatan nilai gizi inilah yang menjadikan Tapai singkong tidak sekadar 

camilan tradisional, tetapi juga pangan fungsional yang relevan untuk dikaji secara ilmiah, 

termasuk dari sisi optimalisasi proses produksinya. 

Proses fermentasi Tapai melibatkan aktivitas mikroorganisme dalam ragi secara berurutan. 

Mikroorganisme utama yang berperan adalah Amylomyces rouxii, yang menghasilkan enzim 

amilase untuk menghidrolisis pati menjadi maltosa dan glukosa, serta Saccharomyces cerevisiae, 

yang memfermentasi gula tersebut menjadi etanol dan karbon dioksida melalui jalur fermentasi 

alkohol (Laela dkk., 2023). Rangkaian reaksi biokimia inilah yang membentuk karakteristik akhir 

Tapai, baik dari segi tekstur, rasa, aroma, maupun tingkat kematangan, sekaligus menjadi dasar 

peningkatan nilai gizi dan daya cernanya dibandingkan singkong segar (Winarno, 2004; Muchtadi 

& Sugiyono, 2013). 

Karakteristik mutu Tapai sangat ditentukan oleh dua variabel utama, yaitu jumlah ragi dan 

lama waktu fermentasi, dengan massa singkong sebagai substrat turut berperan melalui rasio 

terhadap jumlah ragi. Penambahan konsentrasi ragi yang terlalu berlebih akan menghasilkan rasa 

Tapai menjadi pahit dan relatif lebih cepat mengalami pembusukan, sebaliknya jika penambahan 

ragi terlalu sedikit akan membuat proses fermentasi melambat (Hasthini dkk., 2024). Hasil 

penelitian eksperimental menunjukkan bahwa konsentrasi ragi berpengaruh nyata terhadap kadar 

air dan organoleptik Tapai singkong, sedangkan lama fermentasi berpengaruh nyata terhadap 

kadar air, kadar glukosa, dan organoleptik Tapai singkong (Sahratullah dkk., 2017). Dengan kata 

lain, lama fermentasi (t) bukan sekadar variabel waktu biasa, melainkan parameter kunci yang 

menentukan apakah Tapai akan berada pada kondisi belum matang, matang, atau bahkan terlalu 

matang. 

Dalam praktiknya, produsen Tapai—baik skala rumah tangga maupun industri kecil—

umumnya menentukan lama fermentasi hanya berdasarkan pengalaman dan perkiraan, tanpa acuan 

kuantitatif yang jelas mengenai berapa lama waktu yang sebenarnya dibutuhkan untuk mencapai 

kualitas tertentu pada kombinasi ragi dan singkong yang digunakan. Sejumlah penelitian telah 

menggunakan variasi konsentrasi ragi dan waktu fermentasi sebagai dua faktor utama, dengan 

parameter analisis meliputi nilai pH, kadar alkohol, dan mutu organoleptik (Fiona dkk., 2024), 

namun pendekatan tersebut bersifat deskriptif-eksperimental dan belum mampu menjawab secara 

langsung berapa lama fermentasi yang dibutuhkan untuk mencapai target kualitas tertentu. 

Kesenjangan inilah yang menjadi celah penting untuk dijembatani melalui pendekatan matematis. 
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Pemodelan matematika menjadi solusi yang relevan karena mampu menerjemahkan 

hubungan antarvariabel proses fermentasi ke dalam bentuk fungsi yang dapat dihitung secara 

langsung, baik untuk memprediksi hasil maupun untuk menentukan input yang dibutuhkan. 

Sebagaimana dikemukakan bahwa pemodelan matematika merupakan suatu alat yang digunakan 

oleh matematikawan dalam memahami perilaku atau fenomena alam dengan bahasa simbol, dan 

pemodelan matematika dengan menggunakan sistem persamaan diferensial nonlinear hampir tak 

dapat dihindarkan, terutama untuk menggambarkan laju perubahan yang dipengaruhi waktu 

(Susanto & Rudianto, 2020). Studi pemodelan matematika fermentasi alkohol pada tapai singkong 

telah menunjukkan bahwa reaksi fermentasi dapat direpresentasikan melalui persamaan 

matematika yang menghubungkan parameter proses dengan hasil fermentasi (Rofi'i dkk., 2022). 

Lebih lanjut, model logistik telah digunakan secara luas untuk menggambarkan dinamika 

pertumbuhan mikroorganisme dan produksi metabolit dalam sistem fermentasi, karena 

kemampuannya merepresentasikan pola pertumbuhan yang meningkat pada fase awal dan 

mencapai titik jenuh pada kondisi tertentu (González-Figueredo dkk., 2025), sehingga sesuai untuk 

menggambarkan perilaku kualitas Tapai yang meningkat secara bertahap hingga mencapai titik 

optimum. 

Model logistik berbentuk persamaan diferensial 
𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑘𝑌 (1 −

𝑌

𝐾
) memungkinkan dua arah 

pemanfaatan sekaligus: pertama, memprediksi skor kualitas 𝑌 pada waktu fermentasi 𝑡 tertentu; 

dan kedua—yang menjadi penekanan utama penelitian ini—menentukan secara terbalik berapa 

lama waktu fermentasi 𝑡 yang dibutuhkan untuk mencapai suatu target kualitas 𝑌 yang diinginkan, 

melalui bentuk invers: 

𝑇(𝑌) = −
𝑆

𝑘0. 𝑅
. 𝐼𝑛 [

𝑌0(𝐾 − 𝑌)

𝑌(𝐾 − 𝑌0)
] 

Dengan demikian, model bukan hanya menjadi alat estimasi kualitas, tetapi juga alat 

estimasi waktu produksi Tapai berdasarkan target hasil yang ditentukan oleh produsen. 

Hingga saat ini, penelitian yang secara eksplisit menyusun model matematis untuk 

mengestimasi waktu fermentasi optimal berdasarkan target kualitas Tapai singkong masih sangat 

terbatas; sebagian besar penelitian terdahulu masih bersifat deskriptif eksperimental tanpa 

formulasi kuantitatif yang dapat digeneralisasi. Berdasarkan latar belakang tersebut, penelitian ini 

bertujuan untuk: (1) memformulasikan model matematika berbasis persamaan diferensial logistik 

yang merepresentasikan dinamika kualitas fermentasi Tapai singkong terhadap waktu; (2) 

menurunkan bentuk invers model untuk mengestimasi lama waktu fermentasi yang dibutuhkan 

guna mencapai target kualitas tertentu; dan (3) mengevaluasi keakuratan model melalui validasi 

terhadap data empiris dari penelitian terdahulu mengenai pengaruh ragi, massa singkong, dan lama 

fermentasi terhadap hasil organoleptik Tapai singkong. 

 

METODE 

 

Penelitian ini merupakan penelitian pemodelan matematika terapan dengan pendekatan 

analitik-kuantitatif. Metode yang digunakan adalah studi kepustakaan (library research) yang 

dikombinasikan dengan konstruksi model matematis. Pendekatan dilakukan secara deduktif, yaitu 

dimulai dari identifikasi fenomena, pembentukan asumsi, konstruksi persamaan diferensial, 

penyelesaian analitik (baik bentuk langsung Y(t) maupun bentuk invers t(Y)), penentuan 

parameter, hingga simulasi prediksi (Iswanto, 2012; Blanchard dkk., 2011). 
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Data yang digunakan dalam penelitian ini bersumber dari hasil penelitian terdahulu yang 

telah dipublikasikan dalam jurnal ilmiah. Kriteria pemilihan data adalah penelitian yang memuat 

kombinasi variabel berupa konsentrasi atau massa ragi, massa singkong, dan lama fermentasi, serta 

menyertakan hasil pengukuran kualitas organoleptik Tapai singkong yang mencakup parameter 

rasa, tekstur, dan aroma. 

Variabel-variabel yang digunakan dalam model ini didefinisikan sebagai berikut: 

Tabel 1. Tabel variabel Model 

Simbol Definisi Satuan 

𝑌(𝑡) Skor kualitas fermentasi Tapai (tingkat kematangan) Skala 1–3 

𝑡 Waktu fermentasi Hari 

𝑅 Massa ragi yang digunakan Gram 

𝑆 Massa singkong sebagai substrat Gram 

𝑘0 Konstanta laju fermentasi dasar Hari⁻¹ 

𝐾 Kapasitas kualitas maksimum Skala 1–3 

𝑌0 Nilai kualitas awal pada 𝑡 = 0 Skala 1–3 

𝑡(𝑌) 
Estimasi waktu fermentasi yang dibutuhkan untuk mencapai 

target kualitas 𝑌 
Hari 

Variabel output utama 𝑌(𝑡) diinterpretasikan menggunakan skala kematangan berikut 

(Sahratullah dkk., 2017):   

1. 1,0 ≤ 𝑌 < 1,5: Tapai belum matang (tekstur keras, rasa tidak manis) 

2. 1,5 ≤ 𝑌 < 2,5 : Tapai cukup matang (tekstur agak lunak, rasa mulai manis) 

3. 2,5 ≤ 𝑌 ≤ 3,0 : Tapai sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, aroma khas) 

Asumsi Model 

Pembentukan model dilakukan dengan menetapkan asumsi-asumsi berikut: 

1. Proses fermentasi berlangsung pada kondisi anaerob dengan suhu ruang yang dianggap 

konstan (sekitar 26 − 30°𝐶), sehingga pengaruh suhu tidak dimodelkan secara eksplisit. 

2. Skor kualitas Tapai 𝑌(𝑡) meningkat secara kontinu dari nilai awal 𝑌₀ dan mendekati nilai 

jenuh 𝐾 seiring bertambahnya waktu, mengikuti pola pertumbuhan logistik. 

3. Laju fermentasi dipengaruhi secara proporsional oleh rasio massa ragi terhadap massa 

singkong 
𝑅

𝑆
, sehingga semakin besar rasio tersebut maka proses kematangan berlangsung 

semakin cepat. 

4. Nilai kapasitas maksimum 𝐾 bersifat tetap dan hanya mencerminkan batas kualitas 

optimum yang dapat dicapai sistem fermentasi, tidak dipengaruhi oleh jumlah ragi maupun 

massa singkong. 

5. Kondisi awal ditetapkan 𝑌₀ =  1,0, yang merepresentasikan kondisi singkong sebelum 

mengalami proses kematangan fermentatif yang signifikan. 

6. Model bersifat dapat dibalik (invertible) pada rentang 0 <  𝑌₀ <  𝑌 <  𝐾 , sehingga 

fungsi 𝑡(𝑌) terdefinisi dengan baik untuk keperluan estimasi waktu. 

7. Model berlaku untuk rentang waktu fermentasi 𝑡 ∈  [0, 5] hari, sesuai dengan rentang 

praktik fermentasi Tapai pada umumnya (Nurjannah & Nurhikmah, 2020; Sahratullah 

dkk., 2017). 

Model yang Diusulkan 

Berdasarkan karakteristik proses fermentasi yang bersifat tumbuh-jenuh (growth-

saturation), model matematika yang diusulkan mengadopsi bentuk persamaan diferensial logistik 
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yang dimodifikasi dengan mempertimbangkan pengaruh rasio ragi terhadap singkong sebagai 

penentu laju fermentasi (Rofi'i dkk., 2022): 
𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑘0.

𝑅

𝑆
. 𝑌 (1 −

𝑌

𝐾
) 

Model ini akan diselesaikan secara analitik dalam dua bentuk pada bagian Hasil dan 

Pembahasan, yaitu: 

1. Bentuk langsung 𝑌(𝑡) — untuk mengestimasi skor kualitas Tapai pada waktu fermentasi 

tertentu. 

2. Bentuk invers 𝑡(𝑌) — untuk mengestimasi lama waktu fermentasi yang dibutuhkan guna 

mencapai target kualitas tertentu, diperoleh dengan menyelesaikan persamaan 

𝑌(𝑡) terhadap variabel 𝑡. 

Tahapan analisis yang dilakukan dalam penelitian ini meliputi: 

1. Penyelesaian analitik persamaan diferensial logistik menggunakan metode pemisahan 

variabel (separation of variables) untuk memperoleh solusi eksplisit 𝑌(𝑡). 

2. Penurunan bentuk invers 𝑡(𝑌) dari solusi 𝑌(𝑡) melalui manipulasi aljabar dan logaritma, 

sehingga model dapat digunakan untuk dua arah estimasi. 

3. Estimasi parameter 𝑘₀ dan 𝐾 menggunakan metode kuadrat terkecil nonlinear (nonlinear 

least squares) berdasarkan data empiris dari literatur. 

4. Konversi skor organoleptik dari skala hedonik sumber data ke skala standar model (1–3) 

menggunakan normalisasi linear. 

5. Validasi model dengan menghitung Mean Absolute Percentage Error (MAPE) dan 

koefisien determinasi (𝑅²) antara nilai prediksi dan data observasi, baik untuk bentuk 𝑌(𝑡) 

maupun 𝑡(𝑌). 

6. Simulasi prediksi kualitas Tapai dan estimasi waktu fermentasi pada berbagai kombinasi 

input 𝑅, 𝑆, 𝑡, dan target 𝑌 untuk menghasilkan tabel acuan praktis bagi produksi. 

 

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 

 

Proses fermentasi Tapai singkong secara biologis menunjukkan pola perubahan kualitas 

yang tidak bersifat linear terhadap waktu. Pada tahap awal fermentasi, peningkatan kualitas 

berlangsung relatif lambat karena mikroorganisme dalam ragi masih berada pada fase adaptasi. 

Memasuki fase eksponensial, aktivitas enzim amilase dan Saccharomyces cerevisiae meningkat 

pesat sehingga hidrolisis pati dan konversi glukosa menjadi alkohol berlangsung intensif, yang 

tercermin pada peningkatan skor kualitas organoleptik secara signifikan. Selanjutnya, laju 

peningkatan kualitas melambat ketika substrat mulai habis dan produk fermentasi mulai 

menghambat aktivitas mikroorganisme itu sendiri (Laela dkk., 2023; Sahratullah dkk., 2017). 

Model matematika yang diusulkan adalah: 

  
𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑘0.

𝑅

𝑆
. 𝑌 (1 −

𝑌

𝐾
) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1) 

dengan syarat awal:  

𝑌(0) = 𝑌0 = 1,0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2) 

Keterangan: 

•  𝑌(𝑡) = skor kualitas fermentasi Tapai pada waktu 𝑡 (skala 1–3)  

•  𝑡 = lama waktu fermentasi (hari)  
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• 𝑅 = massa ragi yang digunakan (gram)  

• 𝑆= massa singkong sebagai substrat (gram)  

• 𝑘0 = konstanta laju fermentasi dasar (hari⁻¹), nilai tetap yang tidak bergantung pada 

perlakuan  

• 𝐾= kapasitas kualitas maksimum atau nilai jenuh sistem (skala 1–3)  

• 𝑌0 = nilai kualitas awal pada saat 𝑡 = 0 

Persamaan (1) merupakan persamaan diferensial separabel. Penyelesaian dilakukan dengan 

metode pemisahan variabel (Boyce & DiPrima, 2017). 

Langkah 1 — Pemisahan variabel 
𝑑𝑌

𝑌 (1 −
𝑌

𝐾
)

= 𝑘0.
𝑅

𝑆
𝑑𝑡. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3) 

Langkah 2 — Dekomposisi pecahan parsial 
1

𝑌 (1 −
𝑌

𝐾
)

=
1

𝑌
+

1

𝐾 − 𝑌
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4) 

Langkah 3 — Integrasi kedua ruas 

𝐼𝑛|𝑌| − 𝐼𝑛|𝐾 − 𝑌| = 𝑘0.
𝑅

𝑆
. 𝑡 + 𝐶1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5) 

𝐼𝑛 |
𝑌

𝐾 − 𝑌
| = 𝑘0.

𝑅

𝑆
. 𝑡 + 𝐶1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6) 

Langkah 4 — Penyelesaian eksplisit 
𝑌

𝐾 − 𝑌
= 𝐴 . 𝑒𝑘0

𝑅

𝑆
𝑡, 𝐴 = 𝑒𝐶1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7) 

Langkah 5 — Penerapan syarat awal 

𝐴 =
𝑌0

𝐾 − 𝑌0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8) 

Langkah 6 — Solusi akhir bentuk langsung 

𝑌(𝑡) =
𝐾 . 𝑌0

𝑌0 + (𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9) 

Keterangan: 𝑌(𝑡) menyatakan estimasi skor kualitas Tapai pada waktu fermentasi 𝑡, sebagai 

fungsi dari massa ragi 𝑅, massa singkong 𝑆, serta parameter terkalibrasi  𝑘0dan 𝐾. 

Penurunan Bentuk Invers (Estimai Waktu Fermentasi) 

Langkah 1 — Mulai dari persamaan (9) 

𝑌(𝑡) =
𝐾 . 𝑌0

𝑌0 + (𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡
 

Langkah 2 — Kalikan silang 

𝑌 [𝑌0 + (𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡] = 𝐾. 𝑌0 

𝑌. 𝑌0 + 𝑌(𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡 = 𝐾. 𝑌0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10) 

Langkah 3 — Isolasi suku eksponensial 

𝑌(𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡 = 𝐾. 𝑌0 − 𝑌. 𝑌0 = 𝑌0(𝐾 − 𝑌). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11) 
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𝑒−𝑘0
𝑅

𝑆
𝑡 =

𝑌0(𝐾 − 𝑌)

𝑌(𝐾 − 𝑌0)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12) 

Langkah 4 — Logaritma natural kedua ruas 

−𝑘0

𝑅

𝑆
𝑡 = 𝐼𝑛 [

𝑌0(𝐾 − 𝑌)

𝑌(𝐾 − 𝑌0)
] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13) 

Langkah 5 — Solusi akhir bentuk invers 

𝑇(𝑌) = −
𝑆

𝑘0. 𝑅
. 𝐼𝑛 [

𝑌0(𝐾 − 𝑌)

𝑌(𝐾 − 𝑌0)
] … … … … … … … … … … … … … … … … … … . (14) 

Keterangan: 

• 𝑡(𝑌)  = estimasi lama waktu fermentasi (hari) yang dibutuhkan untuk mencapai target 

kualitas 𝑌 

•  𝑌 = target skor kualitas yang ingin dicapai (skala 1–3), dengan syarat 𝑌0 < 𝑌 < 𝐾 

•   
𝑆

𝑅
 = rasio massa singkong terhadap massa ragi; semakin besar rasio ini (semakin sedikit 

ragi relatif terhadap singkong), semakin lama waktu yang dibutuhkan  

•  Tanda negatif pada persamaan menjadi positif secara otomatis karena nilai di dalam 

logaritma berada pada rentang (0,1), sehingga 𝐼𝑛(. ) bernilai negative. 

Estimasi Parameter Model 

Parameter 𝑘0 dan 𝐾diestimasi dengan meminimalkan jumlah kuadrat selisih antara prediksi model 

dan data observasi: 

lim
𝑘0,𝐾

𝑖 + 1𝑛 [𝑌𝑖 −
𝐾. 𝑌0

𝑌0 + (𝐾 − 𝑌0)𝑒−𝑘0(
𝑅

𝑆
)𝑖𝑡𝑖

]

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15) 

Berdasarkan prosedur estimasi (nonlinear least squares) terhadap data empiris (Sahratullah dkk., 

2017; Nurjannah & Nurhikmah, 2020), diperoleh nilai parameter: 

𝑘0 = 90,284 ℎ𝑎𝑟𝑖−1, 𝐾 = 2,804 

Keterangan: Nilai 𝑘0 = 90,284  menunjukkan laju intrinsik peningkatan kualitas pada rasio 

𝑅/𝑆 = 1% sedangkan 𝐾 = 2,804 menunjukkan batas kualitas tertinggi yang secara teoritis dapat 

dicapai Tapai singkong (mendekati namun tidak pernah mencapai skor sempurna 3,00), akibat 

adanya faktor pembatas alami seperti penumpukan metabolit hasil fermentasi (Sahratullah dkk., 

2017). 

Dengan parameter ini, model terkalibrasi menjadi: 

𝑌(𝑡) =
2,804

1 + 1,804. 𝑒−90,284.
𝑅

𝑆
.𝑡

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16) 

𝑇(𝑌) = −
𝑆

90,284. 𝑅
. 𝐼𝑛 [

2,804 − 𝑌

1,804 𝑌
] … … … … … … … … … … … … … … … … (17) 

Validasi Model dilakukan dengan menghitung Mean Absolute Percentage Error (MAPE): 

 

𝑀𝐴𝑃𝐸 =
1

𝑛
 ∑ |

𝑌𝑖 − 𝑌𝑖̂

𝑌𝑖
| × 100%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18)

𝑛

𝑖=1

 

dan koefisien determinasi (R²): 
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𝑅2 = 1 −
∑ (𝒏

𝒊=𝟏 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖̂)
2

∑ (𝒏
𝒊=𝟏 𝑌𝑖 − 𝑌̂)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19) 

Keterangan: 𝑌𝑖 adalah nilai observasi, 𝑌𝑖̂ adalah nilai prediksi model, 𝑌̅  adalah rata-rata nilai 

observasi, dan 𝑛 adalah jumlah data. Hasil perhitungan terhadap data empiris menghasilkan: 

𝑀𝐴𝑃𝐸 = 9,58 %, 𝑅2 = 0,809 

Nilai MAPE masih berada di bawah ambang batas 10%  sehingga model dinyatakan layak 

digunakan, meskipun 𝑅2 menunjukkan model menjelaskan sekitar 81%  variansi data — lebih 

rendah dibandingkan kalibrasi sebelumnya karena perubahan basis satuan R/S. Nilai 𝑘0 yang besar 

(90,284) merupakan konsekuensi matematis dari R/S yang sangat kecil (berkisar 0,005 − 0,015), 

sehingga hasil kali keduanya tetap berada pada orde yang wajar. 

Simulasi Prediksi Kualitas dan Estimasi Waktu Fermentasi 

a. Prediksi Kualitas 𝒀(𝒕) 

Tabel 2. Hasil simulasi prediksi kualitas Tapai singkong berdasarkan model persamaan 

(16) 

No. 𝑺(𝑲𝒈) 𝐃𝐨𝐬𝐢𝐬 R (kg) 𝒕 (𝒉𝒂𝒓𝒊)  𝒀̂(𝒕) Interpretasi Kualitas 

1. 22 0,5 % 0,110 2 1,619 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

2. 22 0,5 % 0,110 3 1,913 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

3. 22 0,5 % 0,110 4 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

4. 22 1,0 % 0,220 2 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

5. 22 1,0 % 0,220 3 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

6. 22 1,0 % 0,220 4 2,673 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

7. 22 1,5 % 0,330 2 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

8. 22 1,5 % 0,330 3 2,719 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

9. 22 1,5 % 0,3330 4 2,781 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

10. 64 0,5 % 0,320 2 1,619 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

11. 64 0,5 % 0,320 3 1,913 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

12. 64 0,5 % 0,320 4 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

13. 64 1,0 % 0,640 2 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

14. 64 1,0 % 0,640 3 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 
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15. 64 1,0 % 0,640 4 2,673 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

16. 64 1,5 % 0,960 2 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

17. 64 1,5 % 0,960 3 2,719 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

18. 64 1,5 % 0,960 4 2,781 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

19 200 0,5 % 1,000 2 1,619 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

20. 200 0,5 % 1,000 3 1,913 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

21. 200 0,5 % 1,000 4 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

22. 200 1,0 % 2,000 2 2,163 Cukup Matang (tekstur agak lunak, rasa 

mulai manis) 

23. 200 1,0 % 2,000 3 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

24. 200 1,0 % 2,000 4 2,673 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

25. 200 1,5 % 3,000 2 2,503 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

26. 200 1,5 % 3,000 3 2,179 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 
27. 200 1,5 % 3,000 4 2,781 sangat matang (tekstur lunak, rasa manis, 

aroma khas) 

Analisis Tabel Prediksi Kualitas 

Berdasarkan Tabel 3, hasil simulasi menunjukkan pola yang konsisten dan dapat 

diinterpretasikan secara praktis. Pada dosis 0,5% , meskipun waktu fermentasi diperpanjang 

hingga 4 hari, prediksi kualitas hanya mencapai 𝑌 =  2,163 (cukup matang) dan tidak pernah 

menyentuh kategori sangat matang (𝑌 ≥  2,50) dalam rentang waktu aman 2 − 4 hari. Hal ini 

sejalan dengan temuan Fahmi & Nurrahman (2011) yang menyatakan proses fermentasi Tapai 

membutuhkan waktu 2–3 hari dengan konsentrasi yang tepat untuk menghasilkan Tapai berasa 

khas, manis, sedikit asam, dan beraroma alkohol. Dengan kata lain, dosis ragi yang terlalu rendah 

tidak dapat dikompensasi sekadar dengan memperpanjang waktu fermentasi dalam batas waktu 

yang aman. 

Sebaliknya, dosis 1,5% mampu mencapai kategori sangat matang (𝑌 =  2,503) hanya 

dalam 2 hari pada semua skala produksi, namun nilai Y terus meningkat hingga 2,781 pada hari 

ke-4. Perlu diwaspadai bahwa fermentasi yang terlalu lama (5 hari ke atas) menghasilkan Tapai 

berwarna kuning, rasa asam dan sedikit pahit, tekstur terlalu lunak, serta aroma terlalu kecut 

dengan kadar alkohol sangat tinggi (Azzahra dkk., 2023), sehingga dosis 1,5% pada hari ke-3 

hingga ke-4 sudah berada di ambang risiko penurunan kualitas apabila tidak segera dipanen. 

Sementara itu, dosis 1,0% menghasilkan kualitas sangat matang (𝑌 =  2,503) tepat pada hari ke-

3, dan meningkat menjadi 𝑌 =  2,673 pada hari ke-4 — masih dalam kategori sangat matang dan 
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masih dalam rentang waktu aman, menjadikan dosis ini paling stabil dan konsisten (Nurjannah & 

Nurhikmah, 2020; Sahratullah dkk., 2017) 

b. Estimasi Waktu Fermentasi 𝑻(𝒀) 

Tabel 3. Hasil simulasi prediksi kualitas Tapai singkong berdasarkan model persamaan 

(17) 

No. 𝑺(𝑲𝒈) 𝐃𝐨𝐬𝐢𝐬 R (kg) Target 

Y 

𝒕(𝒀) 

(hari) 

Interpretasi Kualitas 

1. 22 0,5 % 0,110 1,50 2 Cukup Matang 

2. 22 0,5 % 0,110 2,00 4 Cukup Matang 

3. 22 0,5 % 0,110 2,50 6 Di luar rentang aman 

4. 22 1,0 % 0,220 1,50 2 Cukup Matang 

5. 22 1,0 % 0,220 2,00 2 Cukup matang 

6. 22 1,0 % 0,220 2,50 3 Sangat matang 

7. 22 1,5 % 0,330 1,50 2 Cukup Matang 

8. 22 1,5 % 0,330 2,00 2 Cukup matang 

9. 22 1,5 % 0,3330 2,50 2 Sangat matang 

10. 64 0,5 % 0,320 1,50 2 Cukup Matang 

11. 64 0,5 % 0,320 2,00 4 Cukup matang 

12. 64 0,5 % 0,320 2,50 6 Di luar rentang aman 

13. 64 1,0 % 0,640 1,50 2 Cukup Matang 

14. 64 1,0 % 0,640 2,00 2 Cukup matang 

15. 64 1,0 % 0,640 2,50 3 Sangat Matang 

16. 64 1,5 % 0,960 1,50 2 Cukup Matang 

17. 64 1,5 % 0,960 2,00 2 Cukup matang 

18. 64 1,5 % 0,960 2,50 2 Sangat matang 

19 200 0,5 % 1,000 1,50 2 Cukup Matang 

20. 200 0,5 % 1,000 2,00 4 Cukup matang 

21. 200 0,5 % 1,000 2,50 5 Di luar rentang aman 

22. 200 1,0 % 2,000 1,50 2 Cukup Matang 

23. 200 1,0 % 2,000 2,00 2 Cukup matang 

24. 200 1,0 % 2,000 2,50 3 Sangat matang 

25. 200 1,5 % 3,000 1,50 2 Cukup Matang 

26. 200 1,5 % 3,000 2,00 2 Cukup matang 

27. 200 1,5 % 3,000 2,50 2 Sangat matang 

Analisis Tabel Estimasi Waktu 

Tabel 5 memberikan informasi yang lebih tajam: dosis 0,5% secara kuantitatif terbukti 

tidak mampu menghasilkan Tapai sangat matang dalam rentang waktu fermentasi yang 

aman. Model memprediksikan dibutuhkan 6 hari untuk mencapai Y = 2,50 pada dosis 0,5% — 

jauh melampaui batas aman 4 hari, di mana pada kondisi tersebut Tapai sudah berisiko 

menghasilkan rasa asam berlebih dan aroma menyimpang. Ini menegaskan bahwa fermentasi 

Tapai dalam rentang waktu 3 sampai 5 hari menghasilkan kualitas organoleptik terbaik, dan 

setelah melewati hari kelima terjadi penurunan akibat penumpukan metabolit seperti alkohol dan 

asam organik yang menghambat pertumbuhan. 
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Pembahasan Hasil Simulasi 

Berdasarkan Tabel 2, Tabel 3, dan data riil skala produksi, berikut rekomendasi konkret 

untuk masing-masing golongan produsen: 

Tabel 4. Rekomendasi dosis ragi dan waktu fermentasi optimal per skala produksi untuk 

menghasilkan Tapai sangat matang (𝟐, 𝟓 ≤ 𝒀 ≤ 𝟑, 𝟎) 

No. Skala 𝑺(𝑲𝒈) 

𝒑𝒆𝒓 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒌𝒔𝒊 
𝐃𝐨𝐬𝐢𝐬 

Optimal 

Kebutuhan  

Ragi 

(gram) 

Waktu  

Optimal 
 𝒀̂ 

yang 

dicapai 

1. Kecil (Rumah 

Tangga) 

22 1,0 % 220 3 hari 2,503 

2. Sedang (UMKM) 64 1,0 % 640 3 hari 2,503 

3. Besar (UMKM 

Berkembang) 

200 1,0 % 2.000 3 hari 2,503 

Pedoman umum yang berlaku untuk semua skala: 

Kebutuhan ragi (gram) = 1,0% (10 gram/kg singkong) 

Waktu fermentasi optimal = 3 hari 

 

KESIMPULAN  

 

Penelitian ini berhasil membangun model matematika berbasis persamaan diferensial 

logistik untuk mengestimasi kualitas fermentasi Tapai singkong, dengan dua bentuk solusi analitik 

yaitu bentuk langsung 𝑌(𝑡) untuk memprediksi kualitas dan bentuk invers 𝑡(𝑌) untuk menentukan 

waktu fermentasi optimal. Parameter model yang diperoleh adalah 𝑘0 = 90,284 hari⁻¹ dan 𝐾 =
2,804, dengan tingkat akurasi MAPE = 9,58% dan 𝑅2 = 0,809 yang dinyatakan layak. Simulasi 

terhadap 27 kombinasi perlakuan berbasis data riil tiga skala produksi (22 kg, 64 kg, dan 200 

kg/hari) menunjukkan bahwa kualitas Tapai hanya ditentukan oleh rasio 𝑅/𝑆, bukan skala massa 

absolut. Rekomendasi optimal untuk seluruh skala produksi adalah dosis ragi 1,0% (10 gram/kg 

singkong) dengan lama fermentasi 3 hari untuk menghasilkan Tapai sangat matang (𝑌̂ = 2,503) 

atau dosis 1,5% selama 2 hari untuk kondisi produksi mendesak. Dosis 0,5% tidak 

direkomendasikan apabila target kualitas sangat matang karena membutuhkan waktu 6 hari yang 

melampaui batas aman fermentasi Tapai. 

Penelitian selanjutnya disarankan untuk mengembangkan model yang memuat suku 

penghambatan (inhibition term) agar penurunan kualitas Tapai pasca hari ke-4 dapat dimodelkan, 

serta melakukan validasi menggunakan data primer eksperimental dengan variasi suhu, jenis 

singkong, dan jenis ragi yang lebih beragam guna meningkatkan akurasi dan generalisabilitas 

model. 
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